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Geometria 1I. Examen VI

Ejercicio 1. Se considera la matriz real

0 a a
A=\ a -1 -1 |, a€R
0 1 1
con polinomio caracteristico Pa(\) = —A% + a?\.

1. Encontrar los valores de a para los que A es diagonalizable.

Tenemos que su polinomio caracteristico es:

Py(\) = M= +a®) = AMa+ N)(a— )

Por tanto, los valores propios son A = {0, a, —a}. Por tanto,

= Si a # 0: Tenemos que los tres valores propios son distintos, por lo que
son diagonalizables.

» Si a = 0: Tenemos que la multiplicidad algebraica de A = 0 es tres, pero
dim Vy = dim Ker(f) = 3 — 1 = 2. Por tanto, no es diagonalizable.

2. Diagonalizar para a = 1.

3. Para a = 0, estudiar si 3B € M3(R) diagonalizable tal que
B*+A=0
Supongamos que 3B € M;3(R) diagonalizable. Entonces:

B diagonalizable = —B? diagonalizable

No obstante, tenemos que —B? = A no es diagonalizable para a = 0, por lo
que llegamos a una contradiccién. No existe la matriz buscada.

Ejercicio 2. Sea g, la métrica en R? cuya forma cuadratica estd dada por:
F.(z1, 29, 73) = ax? + 25 + 2(1 — a)x173 + az}

1. Clasificar g, seguin los valores de a € R:

En primer lugar, calculamos la matriz asociada a g,:

a 0 1—a
Ga = M(gaaBu) - 0 1 0
l1—a O a

Calculamos el determinante:

1
|Ga|:a2_(1_a)2:cﬂ—a2—1+2a:2a—1:0<=>a:E
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» Paraa= %: Tenemos que Nul(g,) = 1. Ademés, para U = L{es, e3},
tenemos que la restriccion es definida positiva. Por tanto, tenemos que:

Nul(g,) =1 Ind(g,) =0

En este caso g, es semidefinida positiva.

= Para a > §: Tenemos que |G,| > 0. Ademds, tenemos G, es definida
positiva al ser todos sus menores principales positivos, por lo que g,
también es definida positiva.

s Paraa< %: Tenemos que |G,| < 0. Ademas, g,(e2,e2) =1 > 0, tenemos
que g, tiene al menos un 1 en la matriz asociada a la base de Sylvester.
Por tanto, como Nul(g,) =0y |G4| < 0, es necesario que:

1
Gy~ 1
-1

Por tanto, g, es indefinida y Nul(g,) =0, Ind(g,) = 1.

2. Calcular una base ortogonal de g_;.

3. Calcular el ntcleo de g,.
Usando lo calculado en el primer apartado,
» Para a # %:

Tenemos que g, es no degenerada, por lo que Ker(g,) = {0}.

» Paraa= %:
Tenemos que rg(G,) = 2, por lo que dim Ker(g,) = 1.
T % 0 % T
Ker(g,) = y | eR*[[ 0 10 y | =0
1 1
z ) 0 ) z
1
=L 0
-1
4. Resolver F3(xq,x9,23) = 0.
Tenemos que:
x x
FBly |=(zy 2)G |y |=0
z z
Por tanto,
x
2 :05{U€R3|g3(v,v)20}
z

Para a = 3, tenemos que g, es definida positiva. Por tanto, el iinico vector con
cuadrado nulo es v = 0. Por tanto, la soluciéon es un punto, el origen.

b}



Geometria 1I. Examen VI

Ejercicio 3. Sea (R3, (,)) el espacio vectorial euclideo dado por el producto escalar
y U, U, C R? dos planos vectoriales distintos.

1. Demostrar que existe una simetria axial s € End(R?) verificando:
S(Ul) = U1 S(Ug) = U2
Consideramos el subespacio vectorial L = U; N Uy. Como los planos son dis-

tintos, se cortan en una recta. Sea la recta L = L{e}. Como L = U; N Uy,
tenemos que:

LcU = U =L{ee}
L CUy= U, = L{e,es}
Suponemos sin pérdida de generalidad que ej, ey L e, por lo que e, ey € L*.
Por tanto,
Yuy = ae+bey € Uy, s(uy) =ae —bey € Uy = s(Uy) C Uy
Yus = ae + bes € Uy,  s(ug) = ae — beg € Uy = s(Usy) C Uy

Por tanto, la simetria respecto de L cumple lo pedido.

2. Si consideramos los planos vectoriales
U1:{<$,y,2)€R3‘x+y:0} U2:{<5L‘,y,2)€R3‘.’L‘—Z:O}

encontrar la matriz de s respecto de la base usual.

1
Sea B, = {e1,es,e3}. Tenemos que, en este caso, U = L -1 =
1
{e1 — ea + e3}. Por tanto, tenemos que:
1 1
UL:,C 1 s 0 :{61+€2,61—63}
0 -1
Por tanto, sabiendo que U = V;, U+ = V_;, tenemos que:
SU(€1 — €9 + 63) = €1 — € —+ €3 — sU(el) — SU(€2> -+ SU(€3>
sy(er +ey) = —ep —es = sy(er) + sy(es) = spyl(ea) = —spler) — e — eg
SU(€1 — 63) = —€1 + €3 = SU(el) — SU(€3) > SU(€3) = SU<€1) + €1 — €3

Sustituyendo en la primera ecuacién, tenemos:
€1 — €9 —+ €3 = SU(€1) + SU(Gl) -+ €1 + €9 -+ SU(el) + €1 — €3

Por tanto, tenemos:

3sy(er) = —ep — 2e9 + 2e3
3sy(ea) = —3sy(er) — 3ep — 3ea = €1 + 269 — 2e3 — 3e; — 3ea = —2e; — €9 — 2e3
3sy(es) = 3sy(er) + 3e1 — 3es = —ep — 269 + 2e3 + 3e; — 3eg = 261 — 2ey — €3

Por tanto, la matriz buscada es:

L1 22
M(sy,B)=5| -2 -1 -2
2 -2 -1



